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In der Literatur ist das Problem der gewdhnlichen Exponential approxi-
mation in der 7-Norm sehr ausfithrlich betrachtet worden [3, 4, 13, 15, 17,
21, 22]. Die Autoren gingen dabei von der Funktionenklasse

k
E)’ = gyeC(1)|y(x) =Y e, o, ,€R k <n{ mit neN

j=1
und 7 = [a, b] aus. Da man leicht zeigen kann, daB nicht fiir jedes fe C(J)
in E,° eine beste T-Approximierende existiert, betrachteten dic Autoren
deshalb die Funktionenklasse

k k
E, = gye () ) y(x) =Y P(x)e'*, 1;, P;Polynom, Y (6P, + 1) <n
j=1 i=1

und konnten die aus der zitierten Literatur bekannten Existenz- und
Charakterisierungsaussagen verifizieren.

Aus Medizin, Physik, Chemie und Biologie sind sind jedoch Aufgaben
bekannt, die eine Verallgemeinerung dieser Theorie erforderlich machen:
z.B. denke man an Approximationsaufgaben, bei denen Summen von GauB-
verteilungen an experimentell gewonnene MeBdaten angepafit werden sollen.

Wir gehen daher von der Funktionenklasse

k
Efm = |9 C:3() = ¥, e®", 0, Polynom, 80; < m, e R,k <
=1
aus, die sogar im Sinne der Topologie der gleichmiBigen Konvergenz dicht in

k
Epm = gy eCUypx) =Y PAx) e9i@
i=1
Xk
P, , Q; Polynome, 8Q; = m, z OP; +m) <n-m
i=1

liegt. (JanBen [10]).
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EXPONENTIAL APPROXIMATIONEN 233

Hier soll gezeigt werden, daB aus jeder beschrdnkten Folge aus E, ,, eine
Teilfolge gewonnen werden kann, die von endlich vielen Punkten I abgesehen
konvergiert und in jedem abgeschlossenen Intervall, das keinen Ausnahme-
punkt enthdlt, die Konvergenz sogar gleichméiBig ist.

Zu diesem Zweck wird zundchst fiir jedes y € E, ,, ein annullierender
Differentialoperator entwickelt, der selbst ein Produkt von Faktoren der
Form (D — @) mit Q Polynom und D := d/dx ist. Die Losungsmenge der
homogenen Differentialgleichungen enthdlt also die Menge E,, ., . Betrachtet
man nun die Differentialoperatoren, die im wesentlichen aus der Permutation
der Einzelfaktoren hervorgehen, so erhilt man als Durchschnitt der Lésungs-
mengen der zugehorigen homogenen Differentialgleichungen die Menge
E, .. . (Der Lésungsmengendurchschnitt mufB betrachtet werden, weil das
Produkt der Einzelfaktoren nicht kommutativ ist).

AuBerdem koénnen fiir die Anzahl der Nullstellen jeder Funktion aus E,, ,,
sowie ihrer Ableitungen bis zu einer Ordnung » < 0 nur von n, m und r
abhingige Schranken angegeben werden, was schlieBlich zu der Aussage
fithrt, daB fiir jede, auf einem reellen Intervall 7 in der Tschebyscheff-Norm
beschriankten Teilmenge von E, ,, eine Teilfolge und eine endliche Punkt-
menge Z C I ausgewihlt werden kann, so daBl die Teilfolge auf I — Z
punktweise gegen ein y € E, ,, konvergiert. Diese Aussage fithrt nach be-
kannten Schliissen zum Existenznachweis der besten Approximation fiir
jedes f'e C(I). Die zuletzt genannten Ergebnisse sind in meiner Dissertation [1]
enthalten.

Herrn Prof. Dr. H. Werner sei an dieser Stelle ganz herzlich fiir seine
Unterstiitzung und Diskussionsbereitschaft wihrend der Anfertigung dieser
Arbeit gedankt.

Bezeichnungen:
I abgeschlossenes reelles Intervall
.. Raum der Polynome m-ten Grades

e?: C(I)— C(I) fir QeCl) mit (e?f)(x) = f(x)e?W
D:C{I)— C(I) mit (Df)(x) = f'(x).

1. ENTWICKLUNG EINES ANNULLIERENDEN DIFFERENTIALOPERATORS

In den Lemmata 1 und 2 werden zunéchst die annullierenden Differential-
operatoren fiir Funktionen aus E, ,, bestimmt

LemMma 1. Fiir f,ye C'(I),reN, x e[ gilt:
(D —f)y=¢éeD(ey),

Beweis. Durch Induktion und Differenzieren zu fithren. [|
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LemMmA 2. Die Differentialgleichung (D — f')" y = 0 wird genau von den
Funktionen Pe’ mit P e PB,_, gelist.

Beweis. Aus (D — 'Yy =0, e/!D'(e~'y) = 0 folgert man die Behaup-
tung. ||

Im Hinblick auf das Problem, fiir die Funktionen aus E,_,, einen annul-
lierenden Differentialoperator zu finden, zeigt Lemma 3 die Wirkung des

in Lemma 1 u. 2 entwickelten Differentialoperators auf beliebige Summanden
der Funktionen von E, ,,.

LemMA 3. Seien P, Q, R Polynome mit P =:n, (R' — Q') =:m — 1,
dann gilt:
(D — Q') Pe? =: Ze®  mit 8Z =n -+ (m— Dyr.
Beweis.
(D — Q') PeR = e2D"(e?9P)
— 0V (N (sR-0Y@) pir—i)
¢ §, (z) (X9 P .
=:Z,eR 02 mit 6Z, = i(m — 1)
=:ZeR mit 8Z=r(m—1)+n |

Nachdem wir bisher nur Differentialgleichungen mit einem Faktor
(D — Q') betrachtet haben, wenden wir uns jetzt Differentialoperatoren zu,
die aus mehreren Faktoren der obigen Form zusammengesetzt sind.

Wir definieren dazu

Q P= (QI’QZ’ 9eresy Qk); Qie$m

= (51352 ,---ask)a siEN,

k
o= Z S
i=1

L1

und fiir / < k den Operator
L(Q, 5 1): C"(I) — C(I)
mit

L(Q’ 5, l) = l:l (D - Q:’)Siy

=D —Q)" - (D—Q)y

d.h. der Ausdruck soll stets von ““rechts nach links™ abgearbeitet werden.
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Analog zur Fragestellung des Lemmas 3, beantwortet das folgende Lemma
die Frage, zu welchem Ergebnis die Anwendung eines Differentialoperators
der Form (1.1) auf beliebige Summanden von Funktionen aus E,, ,, fiihrt.

Lemma 4. Seien R, Q;€B,, Q; # R fir i =1,.,1; PeP,, und
Sy i=n, s1.—n+2,1s](m——l)furl~2 A+ 1 dann gilt:

L(Qs §9 I)P : eR = Z ' eR ,nit Z € iB’H*l_l *

Beweis. Man wende Lemma 3 Fmal an. |

Wir kénnen nun einen Dlﬂ‘erentlaloperator der Form (1.1), der eine
Funktion der Form y(x) = Z,_l Pyx) €% (P;e P 1, Q: € P, Q: # Q;
fiir i  j) annulliert, mit Hilfe der Lemmata 2 und 4 rekursiv aufbauen.

Sei ndmlich

i—1
S =1y, sit=nm+ Y sm—~—1)  fir i =2,k
j=1
dann gilt fiir / < k nach Lemma 4:
-~ -1
10,5, 1 — Y Pe% = Z,e? mit 8Z, <m— 1+ Yosm—1)=s5—1
=1

Da s, > 8Z, folgt wegen Lemma 2:
L(Q,5, 1) Pe% = (D — Q) Z,e% =
so daB erst recht
L(Q,5, k) Pe% =0ist, fir [=1,.,k

Damit ist der folgende Satz bewiesen:
Satz 1. Seik,neNy, Qe P, fiiri = 1,...,k, Q; 5= Q; firi +# j
$1i=ny, $;i=n; + ii: sm—1)  fur i=2,..k; (1.2
Pas
dann hat die Differentialgleichung

L0,5,ky =0 (1.3)

Ldsungen der Form

k
y=13 Pe% mit 8P, <n —1. (1.4)
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Fiir m = 1ist Q,(x) = t,x, wobei t;, 5 t;fiir i # j sein muB, weil Q; +# Q;
fiir i + j vorausgesetzt worden ist. Somit lautet der Satz 1 fiir m = 1:

Die Differentialgleichung L(Q, 5, k) y = Hf=1 (D — t,)™ y(x) = 0 besitzt
Losungen der Form y(x) = ¥, Pi(x) et mit 8P, < m; — 1, 1, € R.

Bei den Exponentialsummen mit linearen Exponenten, d.h. m = 1, gilt
sogar die Umkehrung von Satz 1 (Werner [23]). Versucht man dieses
Ergebnis auch auf die Differentialgleichung (1.3) zu iibertragen, so steilt man
fest, daBl 1(Q,5 k) y = Hf=1 (D — 0;)*y = 0 Losungen besitzt, die sich
nicht mit der Formel (1.4) beschreiben lassen. Andererseits macht man sich
leicht klar, daBl Funktionen der Form (1.4) durch k! in der Regel verschiedene
Differentialgleichungen der Form (1.3), die man durch Permutation der Q;
aufbauen kann, annulliert werden. Das legt die Vermutung nahe, daf die
Funktionen der Form (1.4) den Durchschnitt der Lésungsmengen gewisser
Differentialgleichungen der Form (1.3) darstellen.

Dazu wird zunichst im Lemma 5 ein Fundamentaisystem zu den Differen-
tialoperatoren [];_, (D — Q;) y angegeben.

LEMMA 5. Seien m,ne N und Qe B, fiir i = 1,..., n. Dann besitzt der
Differentialoperator L = T1;_, (D — Q;) das folgende Fundamentalsystem

3
hl(x) — eol(x), hz(x) — eol(w)f eoz(t)—Ol(t) dl,...,
%o

P Fnealtap)
e'n-1'tn-1 dtn——l dtl

0

t ty
ho(x) = @@ f” 1) j A J‘
2 ) x,

mit fi(t) = Q;(t) — Q) fir i = 1,...,n — 1.

Beweis. Durch Differentiation und Nachweis der linearen Unabhéngig-
keit. |1

Sei (D — Q') ": C(I) — C"(I) durch

z tr-—l
(D — Q)" yl(x) = e fo fo e Oy Nt ..., dh

definiert und
_ k-1
LD, 5k):=[](D— 0% :=(D— Q)" (D— Q)™
i=0

dann besitzt L((, §, k) = H,’-;l (D — @)% das folgende Fundamentalsystem
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wie man sich leicht mit Hilfe von Lemma 5 unter Benutzung der expliziten
Schreibweise klarmacht:

1
By =[] (D — Qi)™ (D — Q)P e?  fur [1=1,.,k,
i=0
(1.6)
1-1
v=Y s;+j(), s =0, jh)eN und 0 <jl)<s
i=0

Fiir den nédchsten Satz bendtigen wir das Ergebnis von
LEmMMA 6. Seien m, ny, ny, 8y, Sy €N, mit s, < ny + ny(m — 1) und

Se S hy+m(m—1), a,eR fiir i =0,..., 5, und B;eR fiir i =0,...,5,,
Q, e, firi = 1,2 und Q; # Q,. Dann gilt:

so—1
y=73 a(D— Q) ™D — Q) e? (D
i=0
s;—1
= g BAD — Q) ™D — Q) % @)

genau dann, wenn y = 0 ist.

Beweis. Seiy % 0, dann kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daB3 Bs,-1 # 0
ist. Damit giit

(D — 0D — Q)" y =0, wenn man fiir y die Formel (1) einsetzt.

Weiter gilt mit R; := e%1~%Di(e%~%)e PB,,,_,) unter Benutzung des
Binomialtheorems:

(D — 09D — QD™ y = e%D™(e% " %D™M(e% e %y)))

ny(m—1) n
N ZO (Slz) EO (’;1) D'R,[(D — Qp)=mi-Ly],

Setzt man nun fiir y die Formel 2 ein, so erhélt man

s=1 ny(m—~1) "
0= igo ,;, (512) Z (}_7]1) < B:D'R; - (D — Q)™ YD — 0] ¢®

i=0

=: Bye?, 8B, = mm(m — D—Im+i

=: Ze9%,
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Der fiihrende Koeffizient von Z ist gleichzeitig der fiihrende Koeffizient von
B 1,0-DaZ verschwindet, muf} also insbesondere der fithrende Koeffizient
von

n

n nm—j, IN—
le-l,o = le—l : Z (Jl) Ry(D — Q)™ (D — Q) s+l ,0

i=0

= 1851— A D™((e% %) - (D — Qé)fu(m—l)( D — Q) eOI)
# 0

=0

sein, d.h. B, , = 0. Widerspruch! ||

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Satz, der den Zusammenhang
zwischen den Differentialoperatoren der Form (1.3) und der Funktionen-
familie E, ,, angibt.

SATZ 2. Esseienn,m,k,ny,...,n, e Nmitk <n undZLl n—14+m<
nm, Q; € B, mit Qi # Q, fiirj # i. Auferdem sei S, := {mw = (a(l),..., w(k)):
7 Permutation der Zahlen von 1 bis k} und M, € C(I) sei die Losungsmenge der
Differentialgleichung:

:a‘

L(0,5,,k) =[] (D — Qr)™ ¥(x) =0,
i=1

wobei

-1
S2) 1= M) s Sa@) 1= May + O Sam — 1) fur i=2,.,k

j=1

sind.

Dann gilt:
N M, = E,..

eSS,

Beweis. Wir milssen nur noch (\,eq, M, C E, , beweisen, da E, ,, auf-
grund von Satz 1 in Nres, IM,. enthalten ist.
Induktion iiber k:

k = 1; Nach Lemma 2 gilt fiir (D — Qix)y y(x) =0, da y(x) =
Py(x) 2@ ist, mit P, € P, ;.

k=2:Mitk = n, -+ n(mn — 1) und ! = ny + ny,(m — 1) gilt:

(D — 0D — D™y =(D— QYD — Y™y =0.



EXPONENTIAL APPROXIMATIONEN 239

Dann gilt wegen Lemma 5 und (1.6)
y = Pe? +(D— op™ Zye?
= Ppe% + (D — Q) ™ Zye*

mit geeignet gewédhlten P, e B, .y, PoeP, 1, Z1€PBiy und Z, € By, .
Fiir

D" (P %) —: P %
und

D™ (Pye% ) —=: P9

gilt dann
z=(D— QD ™Z, — P2) €% = D — Q) "™z, — ~1)-

Aus Lemma 6 folgt nun sofort, daB (Z, — P,) =0 gilt, so daB y =
Pie% | Pe? ist, d.h. y hat die geforderte Gestalt. Fiir & < r setzen
wir nun voraus, daBl y = 2;;1 P mit 6P, < n, — 1 gilt, falls
TTies (D — Qr)™® y = O ist, fiir 7€ S

Sei o eine (r — 1)-elementige Permutation, dann ist 7 := (r,o(1),...,a(r — 1))
eine r-elementige Permutation. Es gilt:

0=1](D— )"y
i=1

=TT @~ gy — 0y
mit -
Sa(i+1) = Mulirn) 1 jii Sp - (m — 1)
-1
=: (1o + nlm — 1)) + El Sotp(m — 1)
Da 5,41 = §,(:) » 0 daB insbesondere gilt:
T~ @10 - g3 =0,
woraus nach Induktionsvoraussetzung folgt:

r—1
(D—Q)ry=:3 Zie% mit 8Z;=n;—1+n(m—1).

=1
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Damit ist

r—1
y= P+ 3 (D — 0" Ze”
i=1
= hl

mit geeignet gewihltem P, € “B"r—l .
Man rechnet nun einerseits leicht nach, daB

(D — @)r+m D — oy h; =0 dstfir i=1l..,r—I;
und zeigt andererseits wie in dem Beweis zu Lemma 6, daf3

(D . Q;.)"f+"i(m_l)(D _ Q;)nt hz = Cieoi gllt

Mit geeignet gewihlten s;, j = 1,..., ¥ — 1, gilt dann

0 = [T (0 = @)D — Q™™D — Qi)

j#t

r—1 r—1
= H (D— Q)% Y Cie?,
=1 i=1

i+

woraus C; = 0 wegen Lemma 4 folgt.
Also gilt nach Lemma 6: h; = P,’e% + P,e% mit P e B, und PP,
fiir i = 1,..., r, was zur Folge hat, daf}

r—1 r—1
y = (P, + Y P,") e + Y PelckE,,ist. 1
i=1 i=1

Um die Existenz einer besten 7-Approximatierenden aus £, , fiir jedes
feC() zu zeigen, miissen wir uns nun der Frage zuwenden, wie sich
zusammenfallende Exponentenpolynomfolgen auf eine Grenzfunktion
auswirken.

LemMa 7. Firi = 1,..., k sei {Pyhin C By, {Qi} C B mit limy,o Qi = O
und fir y, = 2;;1 Pe%: gelte ||y, iy < K < oo, wobei I ein zusammen-
hiingendes reelles Intervall sei.

Dann gibt es eine Teilfolge { ys}sen C { yi}ien tnd ein Polynom D* € B, _1ym,
so daf lim,.. ys = D*e? fiir alle x € R gilt.
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Beweis. Fiir k = 1 ist nichts zu zeigen. Die Behauptung sei richtig fiir
k < r, dann gilt:

T r

Z Pedn = eou<1>” + 6021—01:(2 Pz_leofz—-ozz))
i=1 i=2

- T ———

= GOlZl ’

so daB mit | Zf=1 Pge%t|; < K, auch ein Ke R+ existiert, fiir das
| Py 4 €%z, |l; < K ist.

Da lim,,, % = 1 ist, folgt nun: Fiir eine Teilfolge, die wieder mit { y;}ien
bezeichnet werde, existiert ein K; € R™ mit || Py, + z,{|; << K] fiir alle /e N.
Wegen Py, + 2% = (Py + z;) + z(e? — 1) = (Py + 7)) + 2,01 mit
8x) e [0, 1]und || P,; + Z, | < Ky, folgt || 2,0, 1l; < K, fiir ein K, € R* und
fur alle IeN, dh. [0 = | s P:Qie®+—%|; < K,, woraus nach
Induktionsvoraussetzung folgt: Es gibt eine Teilfolge {p.}enC{¥ihien und
Polynome D und D, die in B,_;..¢—1)m enthalten sind, mit

r
lim Zst = lim Z Pisteo“—om
5% Kimded i—2

=D fir xeR
und

lim Py, + 2z, = lim (Py, + Py,) + Z P, % s
o =3

=D fir xeR,

so daB . -
lim y, = (D + D) e9 =: D*e%in R gilt. ||

2. NULLSTELLENZAHLUNG

Mit Hilfe des Satzes 2 konnen wir fiir jedes y € E, ,, einen Differential-
operator L angeben, so daBl L(y) verschwindet. Dies und der Satz von Rolle
liefern uns eine obere Schranke fiir die Nullstellenzahl von y.

Sa1z 3. Sely—211 e%icE, . mit 8P—nl——1furl—1 , k;
Q; # Q; fir i == j, 5 1= m und s; = n; + 21—1 s{m—1) fiar i =2,..,k.
Dann hat y == 0 héchstens Z, 1 8: — 1 Nulistellen.

k=1

Beweis. (@) Y, (D — Q)%y = Zye%

k~1 k-1
8Z =nm—1+ Y m—1)s =s5,—1, dh. [[(D—0)*y
i=1

i=1

besitzt héchstens s, — 1 Nullstellen.

640/26/3-4
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(b) Sei Ndie A]:nzahl der Nullstellen von y, dann besitzt 1'[2:11 (D—Q))%y
mindestens N — Zi: s; Nullstellen, wie man durch (Zf;: s;)-fache An-
wendung des Satzes von Rolle unter Benutzung von Lemma 1 beweist.

(c) Sei N, die Anzahl der Nullstellen von [T~ (D — Q,)* y, dann folgt
aus (a) und (b)

k-1
N_Zsi<N1<Sk—l, also N <

=1 %

M

s; — 1.1

1

Da D7 = Y1, D(Pe%) =: Sv | Z:e% mit 8Z; = r(m — 1) - 8P, ist,
folgt mit Hilfe von Satz 3 sofort, daBl auch fiir jedes re N ein K(n, m, r)
existiert, so daBl D"y hdchstens K(n, m, r) Nullstellen hat fiir jedes y€ E,, ., .

3. DEr EXiSTENZSATZ FUR DAS T-APPROXIMATIONSPROBLEM

Um zu zeigen, daB fiir jedes fe C(J) eine beste T-Approximierende
existiert, benétigen wir noch einige Hilfsaussagen, denen eine Arbeit von
H. Werner [in 8] zugrunde liegt.

LemMMA 8. Seiye Cr+(I), d > 0, R = I — I (Rand des Intervalls I),

Z(y) = {;el: Di(y(x)) = 0} {:z)illitDi #0
und | Z(y)] < o fiirri = 1,...,r.
Dann gilt:

| Dz()’(x))| < d—i ”y ”l fur i = 1""9 r

und
741

xel(p,dy:={xel|x—z|>rdfirze|) Z{y) U R}.

i=1

Beweis. r = 0: klar

r > 0: Die Aussage sei richtig fiir r — 1.
Fiir z(x) := DY (y(x)und K, , = d* || y ||, gilt: | z2(x)| < K,_yinZ. 4(y, d).
Da fiir z(x) = 0 oder D(z(x)) = 0 nichts zu beweisen ist, nehmen wir an z(x),
D(z(x)) + 0 in I(y, d). Nach Voraussetzung besteht Z,,,(y) aus hichstens
endlich vielen Punkten. Zerlegt man mit diesen Punkten I, _(y, d) in Teil-
intervalle J;, so ist D(z(x)) in jedem dieser Teilintervalle monoton ohne
Vorzeichenwechsel und nimmt das betragsmiBige Maximum in einem
Randpunkt » von J; an, der entweder zu Z, ;(y) oder zu I,_,(y, d) gehbrt.
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Damit ist K, = | z(u) — z(x)] = | [z D) dt | = |u — x| | D(z(x))!.
Gehort x zu I(y, d), dann ist | x —u | > d und dann gilt: | D"(y(x))| =
| D(z(x)| < d7'K,q =d7 |yl 1

Sei nun { y,}nen €ine in der 7-Norm beschrankte Folge aus C7*2(J), deren
Folgenglieder den Voraussetzungen des Lemmas 6 geniigen, d.h. || v, [l; < K,
| Z(»)| < o fiir i =0,...,r +2. Da Z(y,) CI, gibt es eine Teilfolge
{Fn} C{ya}, fur die

Z{F) — Z; strebt fiir [ = 0,...,r + 2

N

(dh. Ve > 013, eN, sodaB Z(y,)CZ, + e:={x + e:x€Z;). Sei Z =
U Z,UR, Id) ={xel:|x—z| > (r+ 1)d fir zeZ} und 0.B.d.A.
{ Fdnen = { Vulnen , dann gilt fiir fast alle n: | Dy, (x))| < (2/d)’ - K fiir
i =0,.,r+ 1 und x € I(d), so daB wieder eine Teilfolge { #,} C {y.} aus-
gewdhlt werden kann, mit lim,.., DY ¥,(x)) =: D{(§(x)) fir i =O0,...,r,
wobei #(x) eine r-mal stetig differenzierbare Funktion in I{0) ist. Diesen
Sachverhalt fassen wir in dem folgenden Lemma zusammen.

LEMMA 9. Sei{y,}nen €ine Folge aus CT3(1), || y, || < Kund| Z{y,)| <
firallene Nundi = 0,..., r + 2, dann gibt es eine Teilfolge { $,}nen C { Vntnen
und eine endliche Punktmenge Z, so daff lim,_ . D y.(x)) = DY #(x)) fir
i=1,.,rundxeI(0) = I— Z gilt, wobei § eine r-mal stetig differenzierbare
Funktion in I(0) ist.

Wir haben jetzt alle Hilfsmittel bereitgestellt, um den fiir die Existenz-
aussage wesentlichen Satz beweisen zu kdnnen.

SAt1z 4. Sei {y;},n eine Folge aus E, , und es gelte |y, < K fiir
K e R+, dann gibt es eine endliche Punktmenge Z und eine Teilfolge { y,}nen C
{Vihien , die in I — Z pukntweise gegen ein y* € E,, ,, konvergiert, d.h. es gilt:

ll;rg ya(x) = y¥x)  fir xel—Z.

Beweis. Da wir im folgenden sehr hdufig Teilfolgen aus der Menge
{¥1}ien auswiblen miissen, nehmen wir zur Vereinfachung der Schreibweise
an, daB die ausgewdhlte Teilfolge jeweils mit {y,},.n zusammenfillt. Wir
stellen also fest, daB nach mehrfachem Ubergang zu einer Teilfolge die
folgenden Eigenschaften vorliegen:

(1) Es gibt Zahlen k, n; € N, so daB fiir alle /e N giit:
k
v=2Y Pue%€ekE,, mt 8P,=n—1
=1

und 0.B.d.A. Q,;(0) = 0 ist.
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(i) Weiter gilt

. a; < © fir i = I,..., T,
ol Qallr = fir i=r7+ 1.,k “.D
und

(Die Sonderfille r = 0 und * = k& sind im Beweisgang enthalten, es entfallt
dann der erste bzw. zweite Teil von (4.1).)

(iii) AuBerdem seien die Indizes von Q;; (i = 1,..., 7) so gewihlt, daB
lim,,, Q;, = QF fiir i = a(j),...,a(j + 1) — 1 und j = 1,..., 7*, wobei
-1 »
a(l):=1, a(j):=Y d;+1 firj=2..,7% und Y d; = rgilt.
i=1 J=1
(Mit anderen Worten: Es gibt * verschiedene Limiten Q; fiir i = 1,..., ,
wobei die Indizes i der Q,;, die zum gleichen Limes geh6ren, aufeinander
folgen sollen.)
Man beachte, daB wegen Q,(0) =0, aus lim,,, Q; = Q; auch
limg,, Qi = Q; folgt

(v) Sei s, i=m —1, 8;:=m + Yo sm—1) fiir i =2,.... k und
.= 2,7-;1 s; , dann gibt es wegen Lemma 9 eine endliche Punktmenge Z, so
daB { y; ;v in I(0) := I — Z punktweise gegen ein y* € C7(I(0)), konvergiert.

Der Beweis gliedert sich nun in folgende Schritte:

(a) Fiir jedes j = 1,..., 7* gilt: Es gibt ein K e R*, so daB
a(i+1) -1

Pileo”
i=a(j)

< K fiir fast alle /e N gilt. 4.2)

(o)

In einem zusammenhdngenden Teilintervall JC I(0) und evtl. nach Teil-
folgenauswahl gilt dann wegen Lemma 7 und lim,,, Q; = @* fiir
i = a(j),.,a(j+ 1) — 1:

(b) Fiir j = 1,..., 7* gibt es Polynome D} & P,f mit

nf 1= max (n, — 1)+ (d— m
i=a(i},..., a{j+1)
und
alj+1)-1
lim Y Pa(x)e?@ =1im Df(x) ™  fir xeR  (4.3)
T ali) o

(¢) Im nichsten Schritt beweist man

y*x) = lim yy(x) = Y. Df(x) 2" fiir xelI(0) 4.9

i=1
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und wegen (b) folgt:

yx) = Y DFx)e®™  fiir xel(0)
j=1

und wegen Z;,:l (nf+my<n-misty*ek,,.

Da sich (b) aus (a) leicht folgern 14Bt, bleiben nur noch (4.2) und (4.4) zu
zeigen, um den Beweis zu vervollstindigen.

zu (4.2): Nach Satz 1 gilt: HL (D — Q;)* y; = 0, wobei die s; wie in (iv)
berechnet werden.

Sei b, fiir i > 7 so gewdhlt, daB die Quadratsumme der Koeflizienten von
(1/b;) O, zu 1 normiert ist, dann definieren wir:

k x
W,:i= n )~ H (D — Q).
vt} i=ril

Wenn dann fir Z,e C"(]) mit r = Zz'k=1+1 s, gilt limg,., Z;(x) = z*(x)
punktweise fiir x € I(0), so erhilt man punktweise in /(0)

. . 1 1\
lim Wizy = lim 11 (50—, ) Z

4.5)
=lim [] (_ : 0 )Si Z, =: R*z*
) b” 12 4 . s

e

=: R*

weil einerseits 1/b,, fiir i > 7 divergiert, wihrend (1/b,;) O, auf I gleichmiBig
konvergiert. Insbesondere ist R* = 0. Fiirj = 1,..., 7* sei

r
L= 1 o—os
i#a(j)..%.:jzﬁ—kl)—l

dann gilt

alj+1)-1 0
1 — i i i1
fim Loy = lim 10 5, Pae®)

i=a(j)

(D — QF)iy* =1 L*p*

2

T
-1
s#ali),...,ali+1)-1

punktweise in 1(0), so daB
a(i+1)-1

lllgol W,Ll( y Pneo”) = R*L*y* < oo in I(0) folgt. (4.6)

i=a(y)
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(Die Summationsgrenzen i = a(j)bis{ = a(j -+ 1) — 1 werden im folgenden
weggelassen.)

Fiir N;:= |3 P,e% |y, nehmen wir an, es gebe eine Teilfolge mit
lim;,,, N; = oo, dann gibt es nach Lemma 7 ein Polynom D* fiir das
lim,,,, (1/N;) X P,e% = D*e9 ist, wobei wegen || D*e% | = 1 ins-
besondere D* nicht verschwindet. Nach Lemma 4 gilt dann:

lim Wols (7 X Pue®™) = R*L*(D%e) 0 i KO
=0 1
Aus lim;,, N; = oo und (4.6) folgt andererseits

. 1 ) .
lim WL, (Vl Y. Pue®t) = 0 in 1(0).
Widerspruch! Daher gibt es ein K € R mit || Z:&T},)_l P;eQu |l < K fir fast
alle/e N.
zu (4.4): (Es werden jetzt (a) und (b) als bewiesen vorausgesetzt.) Wegen

% alj+1)-1 |3

J’L—Z Z Pz'zeo“z Z P”eo”

j=1 i=a(j) =741

und lim;,, yi(x) = y*(x) und

™ ali+1)-1 0 T* -
m Y ) Pue” =) Dfe?
J=1 i=a(j) i=1

punktweise in (0), mufl auch lim,, ZL .1 Pe? punktweise in 1(0)
existieren.
Dann gilt wegen (4.5) mit L; = Id punktweise in 1(0):

k
= lim W,( Yy P”eo”)
1> Pt
* a(i+1)-1 0
= 111}3 W, (yl — 2 Y Py “)

j=1 i=a(j)
= R* (y* -y D?‘eo7).
Jj=1
Wegen R # 0, muB y* = Z;;l Dfe%; in I(0) gelten. |

Der eben bewiesene Satz besagt, daB jede auf I bexchrinkte Teilmenge
von E, ., eine Teilfolge besitzt, die punktweise gegen ein y aus E, , auf
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einer Punktmenge J C I konvergiert, wobei J hochstens endlich viele Punkte
von I nicht enthélt. Somit kann man mit den iiblichen Methoden die Existenz
einer besten Approximierenden folgern.

KOROLLAR 1. [ sei ein abgeschlossenes reelles Intervall. Dann besitzt jede

Funktion f e C(I) eine beste Tschebyscheff-Approximierende aus E, ,, .

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

. L. CoLLatz unp W. KRrABS, ‘“Approximationstheorie,
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