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In der Literatur ist das Problem der gewohnlichen Exponential approxi
mation in der T-Norm sehr ausfUhrlich betraehtet worden [3,4,13, 15, 17,
21,22]. Die Autoren gingen dabei von der Funktionenklasse

k

En0
= lYE C(l) Iy(x) = {;1 (Xje ijX

, (Xj , tj E JR, k « nl mit n E N

und I = [a, b) aus. Da man leicht zeigen kann, daB nicht fUr jedes f E C(l)
in Eno eine beste T-Approximierende existiert, betrachteten die Autoren
deshalb die Funktionenklasse

En = ly E C(I) Iy(x) = j~ P;(x) etix, t;, Pj Polynom, i~ (oP; + 1) « nf
und konnten die aus der zitierten Literatur bekannten Existenz- und
Charakterisierungsaussagen verifizieren.

Aus Medizin, Physik, Chemic und Biologie sind sind jedoch Aufgaben
bekannt, die eine Verallgemeinerung dieser Theorie erforderlich machen:
z.B. denke man an Approximationsaufgaben, bei denen Summen von GauB
verteilungen an experimentell gewonnene MeBdaten angepaBt werden sollen.

Wir gehen daher von der Funktionenklasse

k

E~.m = lYE C(I): y(x) = L (XieOi(X), Qi Polynom, 8Qi ~ m, (Xi E IR, k ~ nl
~=1

aus, die sogar im Sinne der Topologie der gleichmaBigen Konvergenz dieht in

En.m = !Y E C(I): y(x) = i~ Fi(x) eOi(X),

Pi' Qi Polynome, 8Qi = m, t (oFi + m) ~ n . ml
i=l

liegt. (JanBen [10]).
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EXPONENTIAL APPROXIMATIONEN 233

Hier soIl gezeigt werden, daB aus jeder beschrankten Folge aus En•m eine
Teilfolge gewonnen werden kann, die von endlich vielen Punkten I abgesehen
konvergiert und in jedem abgeschlossenen Intervall, das keinen Ausnahme
punkt enthalt, die Konvergenz sogar gleichmaBig ist.

Zu diesem Zweck wird zunachst filr jedes y E En •m ein annullierender
Differentialoperator entwickelt, der selbst ein Produkt von Faktoren der
Form (D - Q) mit Q Polynom und D := d(dx ist. Die Losungsmenge der
homogenen Differentialgleichungen enthalt also die Menge En •m • Betrachtet
man nun die Differentialoperatoren, die im wesentlichen aus der Permutation
der Einzelfaktoren hervorgehen, so erhalt man als Durchschnitt der Losungs
mengen der zugehOrigen homogenen Differentialgleichungen die Menge
En •m . (Der Losungsmengendurchschnitt muB betrachtet werden, weiI das
Produkt der Einzelfaktoren nicht kommutativ ist).

AuBerdem konnen filr die Anzahl der Nullstellen jeder Funktion aus En•m

sowie ihrer Ableitungen bis zu einer Ordnung r < oc> nur von n, m und r
abhangige Schranken angegeben werden, was schlieBlich zu der Aussage
filhrt, daB filr jede, auf einem reellen Intervall I in der Tschebyscheff-Norm
beschrankten Teilmenge von En .m eine Teilfolge und eine endliche Punkt
menge Z C I ausgewahlt werden kann, so daB die Teilfolge auf I - Z
punktweise gegen ein y EEn •m konvergiert. Diese Aussage filhrt nach be
kannten Schliissen zum Existenznachweis der besten Approximation filr
jedesfE C(l). Die zuletzt genannten Ergebnisse sind in meiner Dissertation [1]
enthalten.

Herrn Prof. Dr. H. Werner sei an dieser Stelle ganz herzlich filr seine
Unterstiitzung und Diskussionsbereitschaft wahrend der Anfertigung dieser
Arbeit gedankt.

Bezeichnungen:
I abgeschlossenes reelles Intervall
'lJm Raum der Polynome m-ten Grades

eO: C(l) -+ C(I) filr QE C(l) mit (e°f)(x) = f(x) eQ("')

D: Cl(I) -+ C(!) mit (Df)(x) = 1'(x).

1. ENTWICKLUNG EINES ANNULLIERENDEN DIFFERENTIALOPERATORS

In den Lemmata 1 und 2 werden zunachst die annullierenden Differential
operatoren filr Funktionen aus ELm bestimmt

LEMMA 1. Fur f, y E cr(!), r EN, x E I gilt:

(D - 1'Y y = efDr(e-fy),

Beweis. Durch Induktion und Differenzieren zu filhren. I
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LEMMA 2. Die Differentialgleichung (D - J'y Y = 0 wird genau von den
Funktionen Pef mit P E ~r-l gelOst.

Beweis. Aus (D - J'y y = 0, efDr(e-fy) = 0 folgert man die Behaup
tung. I

1m Hinbliek auf das Problem, fiir die Funktionen aus En •m einen annul
lierenden Differentialoperator zu finden, zeigt Lemma 3 die Wirkung des
in Lemma 1 u. 2 entwickelten Differentialoperators auf beliebige Summanden
der Funktionen von En •m •

LEMMA 3. Seien P, Q, R Polynome mit SP =: n, S(R' - Q') =: m - 1,
donn gilt:

Beweis.

(D - Q'Y PeR =: ZeR mit SZ = n + (m - l)r.

(D - Q'Y PeR = eODr(eR-OP)

= eO t c)~ p<r-i)
,=0 =: ZieR-O mit OZi = i(m - 1)

=:ZeR mit SZ = rem - 1) + n. I

Naehdem wir bisher nur Differentialgleiehungen mit einem Faktor
(D - Q'Y betraehtet haben, wenden wir uns jetzt Differentialoperatoren zu,
die aus mehreren Faktoren der obigen Form zusammengesetzt sind.

Wir definieren dazu

k

r := L Si
i=1

und flir I ~ k den Operator

L(Q, :5, 1): Cr(I) -+ C(I)

mit
l

L(Q,:5, I) = TI (D - Q~Yi Y
i=1

= (D - Q;YI ... (D - Q~Yl y

d.h. der Ausdruek solI stets von "reehts naeh links" abgearbeitet werden.
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Analog zur Fragestellung des Lemmas 3, beantwortet das folgende Lemma
die Frage, zu welchem Ergebnis die Anwendung eines Differentialoperators
der Form (1.1) aufbeliebige Summanden von Funktionen aus En •m fUhrt.

LEMMA 4. Seien R, Qi E 'l3m, Q~ =1= R' fur i = I,... , l; P E 'l3n-1 ul1d
S1 := n, s, := n + L~:~ slm - I) fur i = 2,... , 1+ I dann gilt:

L(Q, s, l)P . eR = Z . eR mit

Beweis. Man wende Lemma 3 l-mal an. I
Wir konnen nun einen Differentialoperator der Form (1.1), der eine

Funktion der Form y(x) = L:=1 P;(x) eQi
("') (Pi E 'l3n

i
-1 , Qi E 'l3m , Q~ =1= Q;

fUr i =1= j) annulliert, mit Hilfe der Lemmata 2 und 4 rekursiv aufbauen.
Sei namlich

;-1

Si : = 11; + L sj(m - I)
j=l

fUr i = 2,... , k

dann gilt fUr 1~ k nach Lemma 4:

1--1

L(Q, S, 1 - 1) PleO l = ZleO l mit SZI ~ 111 - 1 + L sj(m - 1) = Sl - 1.
j~1

Da Sl > SZI folgt wegen Lemma 2:

L(Q, s, I) PleO l = (D - Q;)SZ Zleo z = 0,

so daB erst recht

fUr 1 = 1,... , k.

Damit ist der folgende Satz bewiesen:

SATZ 1. Sei k, n E No, Q; E 'l3mfur i = I,... , k, Qi =1= Q;/ur i =1= j

i-I

S; := l1i + L sim - I)
j~l

fur i = 2, ... , k; (1.2)

dann hat die Differentialgleichung

L(Q,s,k)y = 0

Losungen der Form

(1.3)

k

Y = L PieO i

i~l

mit (1.4)
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Fur m = list Q;(x) = tiX, wobei ti =1= t j fUr i =1= j sein muB, weil Q~ =1= Q~

fUr i =1= j vorausgesetzt worden ist. Somit lautet der Satz 1 fUr m = l:
Die Differentialgleichung L(Q, s, k) y = Il:=l (D - ti)ni y(x) = 0 besitzt

Losungen der Form y(x) = r.:=l P;(x) eliX mit OPi ~ ni - 1, ti E R
Bei den Exponentialsummen mit linearen Exponenten, d.h. m = I, gilt

sogar die Umkehrung von Satz 1 (Werner [23]). Versucht man dieses
Ergebnis auch auf die Differentialgleichung (1.3) zu ubertragen, so steUt man
fest, daB L(Q, s, k) y = Il:~l (D - Q~)Si y = 0 Losungen besitzt, die sich
nicht mit der Formel (1.4) beschreiben lassen. Andererseits macht man sich
leicht klar, daB Funktionen der Form (1.4) durch k! in der Regel verschiedene
Differentialgleichungen der Form (1.3), die man durch Permutation der Qi
aufbauen kann, annulliert werden. Das legt die Vermutung nahe, daB die
Funktionen der Form (1.4) den Durchschnitt der Losungsmengen gewisser
Differentialgleichungen der Form (1.3) darstellen.

Dazu wird zunachst im Lemma 5 ein Fundamentalsystem zu den Differen~

tialoperatoren Il;~l (D - Q~) y angegeben.

LEMMA 5. Seien m, n E N und Qi E '-l3m fur i = 1,... , n. Dann besitzt der
Differentialoperator L = Il;~l (D - Q~) das folgende Fundamentalsystem

h
2
(x) = e01 (X) IX e02 {t)-Ol(t) dt, ... ,

Xo

mith(t) = Qi+1(t) - Qi(t) fur i = I, ... , n - 1.

Beweis. Durch Differentiation und Nachweis der linearen Unabhangig
keit. I

Sei (D - Q')-r: C(l) -+ er(!) durch

definiert und

k-l
c 1(i2, s, k) : = TI (D - Q~_i)-Sk~i : = (D - Q~)-Sl ... (D _ Q~)-8.,

i~O

dann besitzt L(Q, s, k) = Il:~l (D - Q;)Si das folgende Fundamentalsystem
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wie man sich leicht mit Hilfe von Lemma 5 unter Benutzung der expliziten
Schreibweise klarmacht:

I

hv = TI (D - Q;_i)-SI-i(D - Q;+1Y(z)-1 eO,
i~O

1-1

V = I Si + j(l),
i~O

So = 0, j(l) EN und

fUr 1 = 1, ... , k,

°<j(/) ~ Sl

(1.6)

Fur den nachsten Satz benotigen wir das Ergebnis von

LEMMA 6. Seien m, n1 , n2 , SI, S2 EN, mit SI ~ n1 + n2(m - I) und
S2 ~ n2 + n1(m - 1), (Xi E IR fur i = 0,... , SI und fli E IR fur i = 0,... , S2 ,

Qi E 'l3mfur i = 1,2 und Q~ =F Q~. Dann gilt:

'2-1

Y = L (Xi(D - Q~)-n'(D - Q~)-i e02
i=O

',-I
= L flieD - Q~)-n2(D - Q~)-i eO'

i=O

(1)

(2)

genau dann, wenn y = °ist.

Beweis. Sei y =F 0, dann konnen wir o.B.d.A. annehmen, daB fls -1 =F °,
ist. Damit gilt

(D - Q~)S2(D - Q~)n, y = 0, wenn man fUr y die Formel (1) einsetzt.

Weiter gilt mit R j := eQ,-Q2Di(eQ2- Q,) E 'l3i(m-l) unter Benutzung des
Binomialtheorems:

Setzt man nun fUr y die Formel 2 ein, so erhalt man

,,-I n,(m-I) n,°= I I rn I (n~) . fliDIRj . (D - Q~t,m-j-I(D - Q~ri eO,
i=O 1~0 j=O ]

--------""--------
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Der fiihrende Koeffizient von Z ist gleichzeitig der fUhrende Koeffizient von
BS,- l •O ' Da Z verschwindet, muB also insbesondere der fiihrende Koeffizient
von

= flS1-l . ~Ql-Q2Dnl((e02-Ql) . (D - Q~)nl(m-l)(D - Q~rSl+1 e01't
"V'

#0
=0

sein, d.h. fls -1 = O. Widerspruch! I
1

Wir kommen nun zu dem angektindigten Satz, der den Zusammenhang
zwischen den Differentialoperatoren der Form (1.3) und der Funktionen
familie En •m angibt.

SATZ 2. Es seien n, m, k, nl ,... , nn EN mit k ~ n undl.:.:=l (ni - I + m) ~
nm, Qi E ~mmit Q; # QJiirj # i. AujJerdemsei 6 k := {Tr = (Tr(1), ... , Tr(k)):
Tr Permutation der Zahlen von 1 bis k} und9Jl" E C(I) sei die Losungsmenge der
Differentialgleichung:

k

L,,(Q, S" , k) := n (D - Q~(;))""(i) y(x) = 0,
i~l

wobei

sind.

Dann gilt:

i-I

S,,(ij := n,,(i) + L s,,(j)(m - 1)
j=l

fUr i = 2,... , k

Beweis. Wir mtissen nur noch (J"E6k 9Jl" C En.m beweisen, da En.m auf
grund von Satz I in (J"E6k 9Jl" enthalten ist.

Induktion tiber k:

k = 1: Nach Lemma 2 gilt fUr (D - Q~(X))nl y(x) = 0, daB y(x) =
Pl(x) eO,«ll) ist, mit PI E ~n.-l .

k = 2: Mit k = n2 + nl(m - 1) und I = nl + n2(m - 1) gilt:
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Dann gilt wegen Lemma 5 und (1.6)

y = P1e Ol + (D - Q~)-nl Z2e02

239

mit geeignet gewahlten PI E 'l3n -1' P2 E 'l3n -1, ZI E ~1-1 und Z2 E ~k-l •
1 2

FUr

und

gilt dann

z = (D - QD-n
l(Z2 - P2) e02 = (D - Q;rn2(Zl - PI)'

Aus Lemma 6 folgt nun sofort, daB (Zl - PI) = 0 gilt, so daB y =
P1eOl + P2e02 ist, d.h. y hat die geforderte Gestalt. FUr k < r setzen
wir nun voraus, daB y = L:_1 PieOi mit oPi :::;; ni - 1 gilt, falls
n:=l (D - Q~w)'''(;) y = 0 ist, fUr 7T E6 k •

Sei a eine (r - 1)-elementige Permutation, dann ist 7T : = (r,a(l ),... ,a(r - 1))
eine r-elementige Permutation. Es gilt:

r

o = n (D - Q:w)'''(i) y
i=l

r-1

= n (D - Q~(;))'''(i+I)(D - Q~tr y
i-I

mit
i

S,,(i+1) = n,,(i+1) + L S,,(j) • (m - 1)
j=l

i-I

=: (n,,(i) + nr(m - I)) + I s"w(m - I).
j=1

Da S,,(i+1) = S,,(;) , so daB insbesondere gilt:

r-ln(D - Q~(ilt,,(i)[(D - Q~)nr y] = 0,
i=l

woraus nach Induktionsvoraussetzung folgt:

r-l

(D - Q~tr y =: I ZieO.
i=l

mit



240

Damit ist
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mit geeignet gewahltem PrE ~n -1 •

Man rechnet nun einerseits leicht nach, daB

ist fUr i = 1,... , r - 1;

und zeigt andererseits wie in dem Beweis zu Lemma 6, daB

Mit geeignet gewahlten Sj , j = 1,... , r - 1, gilt dann

r-1
o = IT (D - Qj)S;[(D - Q;tr+n,(m-1)(D - Q~)n, yJ

j=1
j=;"i

r-1 r-1
= IT (D - Q;)S; I CieO"

j=1 i=1
#i

woraus C; = 0 wegen Lemma 4 folgt.
Also gilt nach Lemma 6: hi = PrieQr + PieQ, mit pri E ~n -1 und Pi E ~n -1

fur i = 1,... , r, was zur Folge hat, daB r r

I

Urn die Existenz einer besten T-Approximatierenden aus En.m fUr jedes
f E C(l) zu zeigen, mussen wir uns nun der Frage zuwenden, wie sich
zusammenfallende Exponentenpolynomfolgen auf eine Grenzfunktion
auswirken.

LEMMA 7. Fur i = 1,... , k sei {PaheN C ~n, {Qa} C ~m mit liml-?oo Qa = Q
und fur YI = 22:=1 PaeQn gelte II YI III < K < 00, wobei I ein zusammen
hungendes reelles Intervall sei.

Dann gibt es eine Teilfolge {Ys}seN C {YI}leN und ein Polynom D* E '"\.\n+(k-1)m,
so daft lim s -?oc Ys = D*eQfur aile x E IR gilt.
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Beweis. Fur k = 1 ist nichts zu zeigen. Die Behauptung sei richtig fur
k < r, dann gilt:

so daB mit II L.:=l PueQ
>! III < K, auch ein K E' IR-'- existiert, fUr das

II Pu + eQ1zlIII < Kist.
Da liml...oo eQl = list, folgt nun: Fur eine Teilfolge, die wieder mit {YlhEN

bezeichnet werde, existiert ein K1 E' IR+ mit II P u + zlllI < K1 fUr alle IE' N.

Wegen PH + zleQI = (Pu + Zl) + zl(eQI - 1) = (Pu + za + zlQle6lQl mit
<'>l(X) E' [0, 1] und !I PH + zlllI < K1 , folgt II zlQ11II < K2 fUr ein K2 E' IR+ und
fUr alle lEN, d.h. II zlQ11II = II L.;=2 PuQleQil-Q21 III < K2, woraus nach
Induktionsvoraussetzung folgt: Es gibt eine Teilfolge {YS}sENC {YlhEN und
Polynome Dund 15, die in ~n-1+(r-l)menthalten sind, mit

r

lim zsQs = lim L PisQseOi.-02.
S+'X} s-tx:; .

,~2

= fj fUr x E' IR
und

= 15 fUr x E IR,

so daB
lim Ys = (D + 15) eO =: D*eo in IR gilt. I
£->00

2. NULLSTELLENZAH'LUNG

Mit Hilfe des Satzes 2 konnen wir fUr jedes y E' En .m einen Differential
operator L angeben, so daB L(y) verschwindet. Dies und der Satz von Rolle
liefern uns eine obere Schranke fUr die Nullstellenzahl von y.

SATZ 3. Sei y = L::=l PieQi E En .m mit oPi = ni - 1 fur i = 1, , k;
Q; "# Q; fur i "# j, Sl := n1 und Si = ni + L~:~ s;(m - 1) fur i = 2, , k.
Dann hat y "# 0 hochstens L::=l Si - 1 Nullstellen.

Beweis. (a) L:::~ (D - Q;)Si y = ZkeQk

k-l

<,>Z = nk - 1 + L (m - 1) Si = Sk - 1,
i~l

besitzt hochstens Sk - 1 Nullstellen.

k-l

d.h. TI (D - Q;Yi Y
i~l
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(b) Sei N die Anzahl der Nullstellen vony, dann besitzt n::: (D_Q~)Siy
mindestens N - 2:.::: Si Nullstellen, wie man durch (2:.::: si)-fache An
wendung des Satzes von Rolle unter Benutzung von Lemma I beweist.

(c) Sei N1die Anzahl der Nullstellen von TIk - 1 (D - Qi)8i y, dann folgt
aus (a) und (b)

k-l

N - L Si ~ N 1 ~ Sk - I,
i~l

also
k

N ~ L Si - 1. I
i~1

k k. .
Da Dr = 2:.i~l Dr(PieQi) =: 2:.i=1 ZieQi mIt SZi = rem - I) + SPi 1st,

folgt mit Hilfe von Satz 3 sofort, daB auch fUr jedes r E N ein K(n, m, r)
existiert, so daB Dry hochstens K(n, m, r) Nullstellen hat fUr jedes y E En•m .

3. DER EXISTENZSATZ FUR DAS T-ApPROXIMATIONSPROBLEM

Um zu zeigen, daB fUr jedes fE C(l) eine beste T-Approximierende
existiert, benotigen wir noch einige Hilfsaussagen, denen eine Arbeit von
H. Werner [in 8] zugrunde liegt.

LEMMA 8. Sei y E Cr+l(l), d > 0, R = J - J (Rand des lntervalls I),

Z.( ): = \{x E I: Di(y(X» = O} falls Di =1= 01
• y 10 sonst j

und I Z;{y) [ < 00 fUr i = 1,... , r.
Dann gilt:

IDi(y(X» I ~ d-i II Y III fur i = I,... , r

und

1

r+l I
x E Ir(y, d):= x E I: I x - z I > rdfUr z E ~ Zi(Y) U RIo

Beweis. r = 0: klar
r > 0: Die Aussage sei richtig fiir r - 1.

Fur z(x) := Dr-l(y(x» und Kr- 1 = d1- r II y III gilt: I z(x)I ~ Kr- 1 in Ir-1(y, d).
Da fUr z(x) = 0 oder D(z(x» = 0 nichts zu beweisen ist, nehmen wir an z(x) ,
D(z(x» =1= 0 in freY, d). Nach Voraussetzung besteht Zr+l(y) aus hOchstens
endlich vielen Punkten. Zerlegt man mit diesen Punkten I r- 1(y, d) in Teil
intervalle Ji , so ist D(z(x» in jedem dieser Teilintervalle monoton ohne
Vorzeichenwechsel und nimmt das betragsmaBige Maximum in einem
Randpunkt u von Ji an, der entweder zu Zr+l(y) oder zu Ir-1(y, d) gehort.
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Damit ist Kr-1 ;?: I Z(U) - z(x) I = If: D(z(t» dt I ;?: Iu - x I [ D(z(x»i.
GehOrt x zu Ir(y, d), dann ist I x - u I > d und dann gilt: I Dr(y(x)) I =

I D(z(x)) I ~ d-1Kr_1 = d-r II Y III . I
Sei nun {Yn}nEN eine in der T-Norm beschrankte Folge aus Cr+2

(/), deren
Folgenglieder den Voraussetzungen des Lemmas 6 genugen, d.h·11 Yn III ~ K,
I Zi(y)1 < 00 fUr i = 0, ... , r + 2. Da Zi(Yn) C I, gibt es eine Teilfolge
Un} C {Yn}, fUr die

strebt fUr i = 0,... , r + 2

(d.h. 'tIE > °3n EO N, so daB Zi(Yn) C Zi + € : = {x + €: x EO Zi})' Sei Z =
U;~: Zi U R, I(d) = {x E J: [ x - z I > (r + l)d fUr z EO Z} und o.B.d.A.
{Yn}nEN = {Yn}nEN, dann gilt fUr fast aile n: I Di(Yn(x» I ~ (2Id)i . K fUr
i = 0, ... , r + 1 und x EO I(d), so daB wieder eine Teilfolge {Yn} C {Yn} aus
gewahlt werden kann, mit limn-?oo Di(Yn(x» =: Di(y(X» fUr i = 0,... , r,
wobei y(x) eine r-mal stetig differenzierbare Funktion in 1(0) ist. Diesen
Sachverhalt fassen wir in dem folgenden Lemma zusammen.

LEMMA 9. Sei {Yn}nE"'J eine Foige aus cr+2(I), II Yn II < K und I Zi(Yn)1 < 00

fur aile nEON und i = 0,... , r + 2, dann gibt es eine Teilfolge {Yn}nEN C {Yn}nEN
und eine endliche Punktmenge Z, so daft limn-?oo Di(Yn(x» = Di(y(X» fur
i = 1,... , r und x EO 1(0) = 1 - Z gilt, wobei y eine r-mal stetig differenzierbare
Funktion in 1(0) ist.

Wir haben jetzt aile Hilfsmittel bereitgestellt, urn den fur die Existenz
aussage wesentlichen Satz beweisen zu konnen.

SATZ 4. Sei {YlhEN eine Foige aus En,m und es gelte [[ Yl !II ~ K fur
K EO IR+, dann gibt es eine endliche Punktmenge Z und eine Teilfolge {Yn}nEN C
{YI}IEN, die in 1 - Z pukntweise gegen ein y* EO En.m konvergiert, d.h. es gilt:

lim Yn(x) = y*(x)n->oo
fur x EO 1 - Z.

Beweis. Da wir im folgenden sehr hiiufig Teilfolgen aus der Menge
{YlhEN auswahlen mussen, nehmen wir zur Vereinfachung der Schreibweise
an, daB die ausgewahlte Teilfolge jeweils mit {YlhEN zusammenfallt. Wir
steIlen also fest, daB nach mehrfachem Obergang zu einer Teilfolge die
folgenden Eigenschaften vorliegen:

(i) Es gibt Zahlen k, ni EN, so daB fUr aIle I EO N gilt:

k

Yl = L Pile oil
E En •m

i~l

und o.B.d.A. Qil(O) = °ist.

mit SPil = l1i - I
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und

(ii) Weiter gilt

lim II Qil III = lai < 00
1~'7J (00

fur i = I,... ,T,
fUr i = T + 1,... , k

(4.1)

lim Qil = Qi E 'llm
1->00

fUr i ~ T.

(Die Sonderfalle T = 0 und T = k sind im Beweisgang enthalten, es entfalIt
dann der erste bzw. zweite Teil von (4.1).)

(iii) AuBerdem seien die Indizes von Qil (i = I, ... , T) so gewahlt, daB
lim!-+oo Q;z = Q1' fUr i = a(j), ... , a(j + I) - I undj = I, ... , T*, wobei

;-1

a(l) := I, a(j):= L d j + 1 fUr j = 2,... , T* und
i~l

T*

L d; = T gilt.
;=1

(4.2)fUr fast aIle lEN gilt.

(Mit anderen Worten: Es gibt T* verschiedene Limiten Q; fUr i = I, ... , T,

wobei die Indizes i der Qil, die zum gleichen Limes gehoren, aufeinander
folgen sollen.)

Man beachte, daB wegen Qil(O) = 0, aus lim!-+oo Q;! = Q; auch
lim!-+oo QiZ = Qi folgt

(iv) Sei Sl : = n1 - I, Si : = ni + L~:~ s;(m - I) fUr i = 2,... , k und
r := L:=l Si , dann gibt es wegen Lemma 9 eine endliche Punktmenge Z, so
daB {y!hef\l in /(0) := / - Z punktweise gegen ein y* E er(/(O)), konvergiert.

Der Beweis gliedert sich nun in folgende Schritte:

(a) Fur jedes j = 1,... , T* gilt: Es gibt ein K E IR+, so daB

I
a(;+1)-l IL PileO/l < K
i~a(j) 1(0)

In einem zusammenhangenden Teilintervall J C /(0) und evtl. nach Teil
folgenauswahl gilt dann wegen Lemma 7 und limz-+oo Qil = Q* fUr
i = a(j), ... ,a(j + 1) - 1:

(b) Fur j = 1,... , T* gibt es Polynome Dr E 'll; mit
i

nr := max (ni - 1) + (d - l)m
i~a(j).....a(j+l)

und

fUr x E IR. (4.3)

(c) 1m nachsten Schritt beweist man

y*(x) = lim yz(x) = I Dj(x) eO j (;,,)
1~X!

j~l

fUr x E /(0) (4.4)



EXPONENTIAL APPROXIMATIONEN 245

und wegen (b) folgt:

y*(x) = I D1(x) eO*;(X)

j~l

fUr x E 1(0)

und wegen L;:l (nt + m) < n . mist y* E En •m •

Da sich (b) aus (a) leicht folgern laBt, bleiben nur noch (4.2) und (4.4) zu
zeigen, urn den Beweis zu vervollstandigen.

zu (4.2): Nach Satz 1 gilt: Il~=l (D - Q;I)Si Yl = 0, wobei die Si wie in (iv)
berechnet werden.

Sei bil fUr i > T so gewahlt, daB die Quadratsumme der Koeffizienten von
(ljbil) Q;l zu 1 normiert ist, dann definieren wir:

k k

WI := n (bil)-Si. n (D - QilYi.
i=7+1 i=T+l

Wenn dann fUr Zl E Cr(I) mit r = I.L1+1 Si gilt liml->oo ZI(X) = z*(x)
punktweise fUr x E 1(0), so erhalt man punktweise in 1(0)

k 1 I Si

lim WIZI = lim n (-b D - -b Qil) Zl
1-700 I-Hi) i=T+l il il

(4.5)
k 1 s·

= lim n (- -b Qil)' Zl =: R*z*,
!-lJOO i=7+1 il

---~~--

=:R*

weil einerseits Ijbil fUr i > T divergiert, wahrend (ljbil) Q;l auf 1 gleichmaBig
konvergiert. Insbesondere ist R* oF O. FUr j = 1'00" T* sei

r

n
i~l

i*aU) .....aU+l)-l

dann gilt

Tn (D - Qi'Yi y* =: L *y*
i~l

i ..a(j) ..... aU+l)-l

punktweise in 1(0), so daB

(

a(Hl)-l )

~~~ WILl . L. File Qil = R*L *y* < 00 in /(0) folgt.
.~a(J)

(4.6)
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(Die Summationsgrenzen i = a(j) bis i = a(j + 1) - 1 werden im folgenden
weggelassen.)

Fiir N l : = II L PileOil 111(0), nehmen wir an, es gebe eine Teilfolge mit
liml~oo N l = 00, dann gibt es nach Lemma 7 ein Polynom D* fiir das
limhoo (lINI) L Pieo, = D*eo; ist, wobei wegen II D*eo; 11/(0) = 1 ins
besondere D* nicht verschwindet. Nach Lemma 4 gilt dann:

Aus liml~oo N l = 00 und (4.6) folgt andererseits

lim WILL (NI L PueOil
) = 0 in /(0).

[-HXJ l

Widerspruch! Daher gibt es ein K E IR+ mit II L~~~:tl PueOil II < K fUr fast
aIle lEN.

zu (4.4): (Es werden jetzt (a) und (b) als bewiesen vorausgesetzt.) Wegen

T* a(j+l)-l k

Yl - L L PueOil = L PueOil

j~l i~a(j) i~T+l

und liml~ooYI(X) = y*(x) und

punktweise in /(0), muB auch liml~oo L:~T+l Pieo, punktweise in /(0)
existieren.

Dann gilt wegen (4.5) mit L l = /d punktweise in /(0):

o = lim WI (t Pile Qil
)

/->7)
i=7+1

Wegen R =1= 0, muB y* = L;:l Dteo; in 1(0) gelten. I
Der eben bewiesene Satz besagt, daB jede auf / bexchriinkte Teilmenge

von En,m, eine Teilfolge besitzt, die punktweise gegen ein Y aus En,m auf
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einer Punktmenge J C I konvergiert, wobei J hOchstens endlich viele Punkte
von I nicht enthalt. Somit kann man mit den iiblichen Methoden die Existenz
einer besten Approximierenden foIgern.

KOROLLAR 1. I sei ein abgeschlossenes reel!es Interval!. Dann besitzt jede
FunktionfE C(I) eine beste Tschebyscheff-Approximierende aus En,m'
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